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... les automates cellulaires

Depuis la publication en 1970 dans Scientific American d’un
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article évoquant le jeu de la vie [5], les automates cellulaires
continuent a susciter une certaine fascination auprés du grand
public. Mais comment expliquer qu’ils intéressent encore
aujourd’hui des mathématiciennes et mathématiciens de
différents horizons? L'objet de cet article est d’apporter des
éléments de réponse a cette question, au travers d’une sélection
de thémes provenant des systémes dynamiques, de la théorie

des nombres, et des probabilités.

Introduction

Considérons un réseau régulier (ruban infini dans
le cas de la dimension 1, grille de dimension 2 ou
plus), constitué de cellules, qui contiennent chacune
un état parmi un ensemble fini d’états possibles. De
maniére informelle, l'action d'un automate cellulaire
consiste a mettre a jour a chaque itération les états
de toutes les cellules simultanément, en appliquant
pour chaque cellule une méme regle locale de mise
a jour, qui dépend seulement de 'état de la cellule
et de quelques-unes de ses voisines.

Un premier exemple d’automate cellulaire de di-
mension 1 est donné en figure 1. Il s’agit de la régle
trafic, qui imite le mouvement de véhicules le long
d’une route. Les cellules peuvent étre dans deux
états possibles : soit elles sont vides (carré blanc),
soit elles sont occupées par un véhicule (carré bleu).
A chaque pas de temps, tous les véhicules qui ont
un espace libre devant eux avancent d’'une position
vers la droite. Ainsi, pour connaitre l'état d'une cel-
lule donnée au temps t + 1, il suffit de connaitre son
état au temps t ainsi que celui de ses deux voisines
immédiates. On dit que 'automate cellulaire est de
rayon 1.

FiGURE 1 — Exemple d’évolution de la régle tra-
fic
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Les automates cellulaires peuvent étre vus

comme un modele trés simple de calcul paralléle.
Ils ont été inventés a la fin des années 1940 par
S. Ulam et J. von Neumann. Ce dernier cherchait a
comprendre comment une machine pouvait s’auto-
reproduire en suivant un procédé mécanique simple

et répétitif.

J. H. Conway a ensuite introduit en 1970 un auto-
mate cellulaire appelé le jeu de la vie, qui a contribué
a la popularisation des automates cellulaires. Celui-
ci se déroule sur une grille bidimensionnelle, et les
cellules n‘ont que deux états possibles, vivant ou
mort. A chaque pas de temps, l'évolution d’une cel-
lule est déterminée par l'état de ses huit voisines
avec les régles suivantes :

— une cellule morte possédant exactement trois
voisines vivantes devient vivante (elle nait);

— une cellule vivante possédant deux ou trois voi-
sines vivantes le reste, sinon elle meurt.

Un exemple d’évolution est montré en figure 2 (les
cellules vivantes sont représentées par des carrés
bleus, les cellules mortes par des carrés blancs).
Malgré la simplicité de sa régle locale, l"évolution
de cet automate cellulaire montre des comporte-
ments étonnants, avec 'apparition de structures
qui évoquent une forme d’auto-organisation. Sur
'exemple donné en figure 2, aprés davantage d'ité-
rations, on constate que le motif formé par les cel-
lules bleues finit par se translater, mais cela n'a rien
d’évident au vu des seules regles locales.
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FIGURE 2 — Exemple d’évolution du jeu de la vie

Temps t+1

A partir des années 1980, S. Wolfram a égale-
ment contribué a faire connaitre les automates cel-
lulaires, avec de nombreuses publications visant a
mettre en évidence leur capacité a expliquer des phé-
nomeénes physiques complexes.

Du c6té des mathématiques, l'étude des auto-
mates cellulaires reste encore aujourd’hui un sujet
de recherche actif. Nous verrons que les automates
cellulaires constituent des systémes dynamiques
trés naturels sur des espaces produits de la forme
Szd, ol S est un ensemble fini de symboles et d
un entier strictement positif. Le contraste saisissant
entre la simplicité de leur définition et la grande com-
plexité des évolutions qu’ils engendrent en font un
modele de choix pour explorer la notion de systémes
dynamiques chaotiques. Nous montrerons que cer-
tains automates cellulaires présentent également
un intérét en théorie des nombres. Enfin, 'étude de
"évolution d'automates cellulaires a partir de confi-
gurations aléatoires souléve de nombreuses ques-
tions qui intéressent les probabilistes, et l'introduc-
tion d’'aléa dans la regle locale permet d’enrichir le
modele.

1. Systémes dynamiques

1.1 — Définition des automates cellulaires

Commencons par définir de maniére plus formelle
les automates cellulaires de dimension d, pour un
entier d > 1. On fixe un ensemble fini S, qu’on peut
voir comme une palette finie de couleurs. Les élé-
ments de SZ° correspondent alors a des coloriages
des cellules de la grille Z9 avec les couleurs de S,
et sont appelés des configurations de dimension d a
valeurs dans S.

On se donne un entier m > 1, une famille de m
éléments nq,..., N, € Z9, et une fonction

f:S™ - S.

L'automate cellulaire de voisinage N ={ny,...,n,}

et de réegle locale f est la fonction

sz¢ o, szd

X —  F(x)

F:

définie par
Vxe SZ%, ke Z9, F(X)k = FXenyse o Xkcan, )

Pour déterminer la nouvelle couleur de la cellule
k dans la configuration F(x), on regarde donc les
couleurs des cellules voisines de la cellule k dans la
configuration x, et on applique la régle locale f au
motif observé.

Reprenons ainsi l'exemple de l'automate cel-
lulaire trafic. Son voisinage est 'ensemble N =
{-1,0,1}, et la transition représentée en rouge sur
la figure 1 correspond a la valeur f(1,1,0) = 0, en
codant un carré bleu par un 1 et un carré blanc par
un 0. Pour le jeu de la vie, le voisinage est 'ensemble
N =1{-1,0, 1}2, appelé aussi voisinage de Moore, et
sur la figure 2, la valeur de la cellule centrale au
temps t+ 1 est donnée par:

1 0O
flo 1 1f=0.
1 10

1.2 - Théoréme de Curtis-Hedlund-Lyndon

’ d . . .
L'espace SZ° muni de la topologie produit est un
espace métrique compact. On peut par exemple défi-
d d
nir une distance sur SZ° en posant, pour X,y € sz,

d(x,y)= 2>~ min{llklly: xk= v kGZd}.

Il est alors facile de démontrer que les automates
cellulaires sont des applications continues. Intuitive-
ment, cela correspond a l'idée que si l'on veut que
les images F(x) et F(y) de deux configurations x et
y coincident sur une grande fenétre centrée en l'ori-
gine, il suffit que x et y coincident sur une fenétre un
peu plus grande contenant les voisines de la fenétre
d’origine.

Pour un élément € € Z9, on définit l'application de
décalage of : sz _, sz¢ par

Vx e SZ9Vk e Z% (0% (x)k = Xese-

On vérifie aisément que si F est un automate cel-
lulaire, alors F commute avec tous les décalages :
translater la configuration d’un vecteur ¢ puis appli-
quer la regle locale a toutes les cellules donne le
méme résultat que si on commence par appliquer
l'automate cellulaire avant de translater la confi-
guration. Le théoréme de Curtis-Hedlund-Lyndon

62 SMF — GAZETTE — OCTOBRE 2022 —N° 174



...les automates cellulaires

donne une réciproque a cette observation, en affir-
mant que les automates cellulaires sont en fait les
seules applications continues de SZ% vers SZ° qui
commutent avec les applications de décalage. Ce
théoréme, dont la démonstration n‘est pas trés diffi-
cile, a d'abord été énoncé dans le cas de la dimension
1 dans un article de G. A. Hedlund de 1969 [8], puis
étendu dés 1972 par D. Richardson a la dimension
plus grande [14]. Il contribue a expliquer pourquoi les
automates cellulaires constituent une famille de sys-
témes dynamiques a temps discret particulierement
intéressants a étudier.

1.3 — Classification des automates cellulaires

Avec le formalisme que nous avons introduit, s'in-
téresser a l'évolution d’'un automate cellulaire a par-
tir d'une configuration initiale x € SZ revient a étu-
dier le comportement de la suite (F"(x)) ;50 des itérés
de la fonction F qui définit l'automate cellulaire.

Pour commencer, restreignons-nous au cas de
la dimension d = 1, et d'un ensemble de symboles
binaire S = {0, 1}. Supposons de plus que 'automate
cellulaire est de rayon 1, c’est-a-dire que le voisinage
est donné par 'ensemble ¥ = {-1,0, 1}. La régle lo-
cale est alors une fonction f: {0,1}3 — {0,1}, etiil y
a donc 28 = 256 fonctions possibles, qui définissent
256 automates cellulaires différents.

En 1983, Wolfram a proposé une classification in-
formelle des comportements de ces 256 automates
cellulaires élémentaires [17]. La classe 1 est consti-
tuée des automates cellulaires qui évoluent presque
toujours vers un état homogeéne ou il ne reste qu’un
seul symbole. Dans la classe 2, les diagrammes
espace-temps font apparaitre une structure pério-
dique simple. La classe 3 contient les automates
cellulaires « chaotiques », qui révelent un compor-
tement désordonné. Enfin, la classe 4 contient les
automates cellulaires pour lesquels émergent des
structures complexes qui interagissent entre elles.

La figure 3 montre des portions de diagrammes
espace-temps d’automates cellulaires appartenant
a chacune de ces classes. La configuration initiale
est représentée sur la ligne du bas, la lighe juste
au-dessus correspond a son image par 'automate
cellulaire, et en lisant le diagramme de bas en haut,
les lignes suivantes donnent les configurations ob-
tenues sous l'action d’itérations successives. Les
nombres indiqués au-dessus des diagrammes sont
les numéros des automates cellulaires considérés
dans la numérotation de Wolfram. Notons que la
régle qui porte le numéro 184 n‘est autre que l'auto-

mate cellulaire trafic, que nous avons déja rencontré
en figure 1.

La classification de Wolfram a été l'objet de nom-
breuses critiques, car personne n‘a réussi a trouver
de maniére vraiment satisfaisante comment établir
des frontiéres claires entre les classes. Son prin-
cipal mérite a néanmoins été d’ouvrir la voie a de
nouvelles directions de recherches, qui ont abouti
a l'idée qu'il était difficile, voire impossible, de trou-
ver un procédé a la fois rigoureux et réalisable en
pratique, permettant de répartir les automates cel-
lulaires en différentes classes selon leur comporte-
ment.

Pour comprendre cette difficulté, commencons
par examiner la classe 1, a priori la plus simple. Elle
est constituée des automates cellulaires qui effacent
toute l'information initiale et oll, au bout d’un certain
temps, un seul symbole reste visible. Lorsque cette
propriété est vérifiée pour toutes les configurations
initiales, on dit que 'automate cellulaire est nilpotent.
Formellement, cela signifie qu’il existe un symbole
s e Stel que

Vxe SZd, dneN, F'(x) = sz

En utilisant un argument de compacité, on peut en
fait intervertir les quantificateurs dans cette pro-
priété : si elle est vérifiée, alors

IneN, Vxe SZ°%, Fn(x) = sZ°

Méme si cette notion parait simple, J. Kari a démon-
tré en 1992 [10] que la nilpotence est une propriété
indécidable : il n‘existe pas d’algorithme qui, étant
donné un automate cellulaire, dirait si celui-ci est
nilpotent ou non.

Quant aux autres classes, en donner une défini-
tion pleinement satisfaisante est déja un probléeme
en soi et il existe de nombreuses propositions, cha-
cune avec ses qualités et ses défauts. Dans un article
de 1997, P. Kirka a ainsi introduit trois classifications
des automates cellulaires [11], reflétant différents
points de vue qu’on peut adopter pour caractériser
leur comportement (combinatoire des mots, sensi-
bilité aux conditions initiales, propriétés des attrac-
teurs du systeme dynamique). Bref, réussir a com-
prendre et a classifier les comportements des auto-
mates cellulaires reste un défi, encore aujourd’hui.

2. Théorie des nombres
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Ficure 3 — Classification de Wolfram

Reégle 32

Regle 184

- I

Classe 1 : homogeéne

Régle 30

Classe 2 : périodique

Régle 106

Classe 3 : chaotique

2.1 — Automates cellulaires linéaires

Considérons l'automate cellulaire de la somme,
défini par

Vx €{0,1}%,Yk € Z, F(x)x = Xk_1 + X471 mod 2.

Si on trace le diagramme espace-temps de cet auto-
mate cellulaire a partir d'une configuration initiale
comportant un unique 1, on observe un triangle de
Sierpinski (ou de maniére équivalente, le triangle
de Pascal modulo 2), comme représenté en figure 4.
L'apparition de cette structure auto-similaire est fa-
cile a expliquer : comme la régle d’actualisation de
l'automate est locale, a chaque fois qu’on retrouve
dans le diagramme espace-temps une cellule dans
I'état 1 dont les voisines sont toutes dans l'état 0, un
nouveau triangle identique a celui d’origine recom-
mence a se former.

64 SMF

Classe 4 : complexe

FIGURE 4 — Diagramme espace-temps de 'au-
tomate cellulaire de la somme

Plus généralement, si S = [F; (corps fini de ca-
ractéristique p), on peut s’intéresser aux automates
cellulaires linéaires sur quZ, c’est-a-dire a ceux qui
définissent une application [F-linéaire du [F;-espace
vectoriel quZ dans lui-méme. Leur régle locale est de
la forme

f(bl,...,bm):albl +...+ambm,

pour des coefficients ay,...,an, € .

Nous allons voir que lorsqu’on représente les
diagrammes espace-temps de ces automates cel-
lulaires a partir de configurations initiales ne conte-
nant qu’un nombre fini de valeurs non nulles (ou plus
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généralement, a partir de configurations ultimement
périodiques dans les deux directions), les suites de
nombres obtenues en colonne ont des propriétés re-
marquables. Sur la figure 4, si on numérote les lignes
de bas en haut a partir de O, la colonne encadrée
en rouge correspond ainsi a la suite indicatrice des
nombres de la forme 2" — 1, pour n > 1. Afin de pré-
senter les propriétés partagées par toutes les suites
aparaissant en colonne, commencons par introduire
la notion de suite automatique.

2.2 — Suites automatiques

Pour un entier k > 1, on dit qu’une suite est k-
automatique si ses termes peuvent étre calculés par
un automate fini de la maniéere suivante : le n-iéme
terme de la suite est uniquement fonction de 'état
atteint par l'automate aprés lecture de la représen-
tation de l'entier n en base k.

Un exemple simple de suite 2-automatique est la
suite de Prouhet-Thue-Morse. Cette suite est définie
par : u, = 0 si l'écriture binaire de n comporte un
nombre pair de 1, et u, = 1 sinon. La figure 5 pré-
sente un automate fini permettant de calculer u,
en lisant successivement les chiffres de 'écriture
binaire de n et en suivant les fleches données par
l'automate. L'état sur lequel on aboutit aprés lecture
de tous les chiffres est égal a u,.

FiIGURE 5 — Automate fini calculant la suite de
Prouhet-Thue-Morse

0 0

départ —

Une définition équivalente consiste a dire qu’une
suite est k-automatique si c’est le point fixe d’'un mor-
phisme k-uniforme, ou l'image par une projection
lettre a lettre d’un tel point fixe. On peut ainsi vérifier
que la suite de Prouhet-Thue-Morse est le point fixe
commengant par O du morphisme: ¢:0— 01,1 —
10.

On peut également montrer qu’une suite u est
k-automatique si et seulement si son k-noyau, dé-
fini par Ny(u) = {(Ukinsj)nso : i = 0,0 < j < k'}, estun
ensemble fini.

Les équivalences ci-dessus sont démontrées
dans le livre de J.-P. Allouche et J. Shallit [1], qui est

l'ouvrage de référence sur les suites automatiques.
On y trouvera aussi une caractérisation algébrique
des suites automatiques : dans le cas ol l'entier k
est un nombre premier p, le théoréme de Christol
affirme en effet qu’une suite u a valeurs dans [Fg est
p-automatique si et seulement si la série formelle
u(X) =Y o upX" est algébrique sur [Fy, c’est-a-dire
s’il existe des polyndémes Ry(X), P (X),..., Py4(X) tels
que Ry(X) + P (X)u(X) +...+ Py(X)u(X)? = 0.

Dans un article de 1993, B. Litow et P. Dumas [12]
ont montré que les automates cellulaires linéaires
possédent la propriété suivante : & partir d’'une confi-
guration initiale ne contenant qu’un nombre fini de
valeurs non nulles, toutes les suites qu’on peut lire
dans les colonnes du diagramme espace-temps de
l'automate cellulaire sont p-automatiques. Ce ré-
sultat est lié au caractére auto-similaire des dia-
grammes espace-temps, qui permet de montrer l'al-
gébricité des séries formelles. Plus récemment, E.
Rowland et R. Yassawi [15] ont montré une réci-
proque a ce résultat : une suite a valeurs dans [, est
p-automatique si et seulement si elle peut étre ob-
tenue en colonne du diagramme espace-temps d’'un
automate cellulaire (éventuellement & mémoire m >
1, c’est-a-dire que la ligne t du diagramme espace-
temps est obtenue par un procédé local a partir des
lignes t—1,...,t — m), avec une configuration ini-
tiale ultimement périodique dans les deux directions.
Grace aux automates cellulaires, on a donc une nou-
velle caractérisation des suites p-automatiques!

3. Probabilités

3.1 - Comportement a partir de configura-

tions aléatoires

L’évolution de certains automates cellulaires a
partir de configurations aléatoires intéresse tout par-
ticulierement les probabilistes. Voici deux exemples
qui en témoignent.

Automate cellulaire bootstrap. Considérons l'au-
tomate cellulaire sur {0, 1}ZZ dont la régle locale est
définie de la maniére suivante : une cellule qui est a
'état 1 reste a l'état 1, et une cellule qui est a 'état O
passe a 'état 1 si elle a au moins deux voisines dans
'état 1 parmi ses quatre voisines immeédiates (Nord,
Sud, Est, Ouest). Lorsqu’on itére cet automate cellu-
laire a partir d’'une configuration ou les cellules sont
initialement occupées (état 1) avec probabilité p in-
dépendamment les unes des autres, on parle de pro-

SMF — GAZETTE — OCTOBRE 2022 —N° 174 65



RACONTE-MOI

cessus de percolation bootstrap. Expérimentalement,
on observe que l'état 1 envahit trés rapidement la
grille dés que p est suffisamment grand, tandis que
pour de toutes petites valeurs de p, les simulations
se stabilisent sur une configuration constituée d'une
union disjointe de rectangles de cellules occupées.

Sur la grille infinie Z2, l'étude mathématique de

ce modele révele néanmoins que dés que p est stric-
tement positif, chaque cellule de la grille finit par
devenir occupée avec probabilité 1. A. van Enter a
donné une preuve simple et élégante de ce résultat
en 1987 [3]. L'idée consiste & montrer que méme si
p est tout petit, comme la grille est infinie, la confi-
guration initiale contient forcément quelque part un
trés grand carré de cellules occupées, a partir du-
quel il va étre «facile » d’'envahir la grille, car il suffit
d’un carré occupé sur le bord pour occuper toute
une ligne de plus, etc. Ce n‘est cependant que bien
plus tard qu’on a pu comprendre plus finement pour-
quoi les simulations sur des fenétres finies étaient si
trompeuses. A. E. Holroyd a ainsi montré en 2003 [9]
que sur une tres grande grille N x N,

- sip> %, la grille a une probabilité proche
de 1 de finir par étre entierement remplie de
cellules dans l'état 1,

—-sip< %, cela arrive avec une probabilité
proche de O.

Mais ce seuil 72/18 ne peut pas étre confirmé ex-
périmentalement car la convergence vers cette
constante est tellement lente que pour avoir un es-
poir de s’en approcher, il faudrait effectuer des simu-
lations sur une grille de taille environ 1020, comme
l'ont précisé J. Gravner et A. E. Holroyd en 2008 [6].

Automate cellulaire de la majorité de Toom. Les
automates cellulaires de la majorité constituent une
autre famille d'automates cellulaires particuliére-
ment intéressants a étudier sur {0, 1}22. La reégle lo-
cale est telle qu’une cellule passe a l'état O (resp.
1) si elle a une majorité de voisines a 'état O (resp.
1). Intéressons-nous plus précisément a l'automate
de la majorité de Toom, pour lequel le voisinage
d’une cellule est constitué d’elle-méme, et de ses
deux voisines au Nord et a U'Est. On a ainsi N =
{(0,0),(1,0),(0,1)}, et la régle locale est définie par :

1 si

0 sinon.

+b+c>2,
f(a,b,c) = a c

Cette fois-ci, en exploitant des propriétés de perco-
lation, on peut démontrer [2] qu’a partir d'une confi-
guration initiale ot chaque cellule est indépendam-

ment dans l'état 1 avec probabilité p (et dans l'état
0 sinon), on a le comportement suivant :

— si p<1/2,l'état 0 envahit toute la grille,
— sip>1/2,l'état 1 envahit toute la grille.

Ainsi, en itérant cet automate cellulaire, on peut sa-
voir si la grille contenait initialement une majorité
de 0 ou de 1 (pour p = 1/2, on observe des plages
de plus en plus grandes de cellules dans l’état O ou
1, mais sans qu’il y ait disparition de l'un des états).
Nous allons voir dans le paragraphe suivant un autre
intérét de cet automate cellulaire.

3.2 — Automates cellulaires probabilistes

Les automates cellulaires probabilistes sont une
extension des automates cellulaires, pour laquelle
la fonction locale f n‘est plus a valeurs dans S mais
dans l'ensemble /I (S) des distributions de probabili-
tés sur 'ensemble S. Pour (ay,...,a,) € S™, etse S,
la valeur de f(ay,...,an,)(s) donne alors la probabi-
lité de mettre a jour une cellule par la valeur s si son
voisinage est dans l'état (ay,..., a,,). Comme précé-
demment, toutes les cellules sont mises a jour de
maniére simultanée, et conditionnellement a la don-
née de la configuration, les tirages sont effectués
de maniere indépendante pour différentes cellules.
Les automates cellulaires probabilistes peuvent ainsi
atre vus comme des chaines de Markov sur SZ°. D'un
point de vue informatique, ils constituent un modéle
de calcul bruité.

Considérons un automate cellulaire déterministe
F et supposons qu’en chaque cellule, une erreur se
produit avec probabilité € (de maniére indépendante
pour différentes cellules), auquel cas au lieu d’appli-
quer larégle locale de F, la cellule est mise a jour par
un état de S choisi uniformément au hasard. Notons
. 'automate cellulaire probabiliste ainsi défini. On
dira que F; est la version bruitée de F, avec un bruit
€. Lorsqu’on itére F,, on s’attend généralement a ce
que le systeme oublie progressivement toute infor-
mation sur la configuration initiale au cours de son
évolution, et converge vers un état d’équilibre qui
ne dépend plus du tout de la configuration initiale.
En termes mathématiques, on parle d’ergodicité, ce
qui correspond au fait que f; a une unique distribu-
tion invariante, vers laquelle on converge a partir
de n'importe quelle distribution initiale. Une illustra-
tion en est donnée en figure 6 : celle-ci représente a
nouveau un diagramme espace-temps de 'automate
cellulaire de la somme a partir d’'une configuration
initiale comportant un unique 1, mais cette fois-ci
avec un bruit € = 0.005. Contrairement au cas déter-
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ministe montré en figure 4, si on efface les premiéres
lignes du diagramme espace-temps, il est bien diffi-
cile de retrouver une quelconque information sur la
configuration initiale dont on était parti.

FiIGURE 6 — Diagramme espace-temps de la
version bruitée de l'automate cellulaire de la
somme

En dimension 2, on sait qu’il existe des excep-
tions a ce phénoméne d’ergodicité. En particulier,
on peut démontrer que si € est suffisamment petit,
alors la version bruitée de l'automate cellulaire de
la majorité de Toom n'est pas ergodique [16]. Plus
précisément, a partir d’'une configuration initiale ne
contenant que des 0, les configurations conservent
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